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Resumen: En este artículo se estudia la 
aplicación de transformaciones bilineales a 
controladores impropios en sistemas una 
entrada-una salida con el fin de diseñar un 
controlador propio equivalente que preserve 
la estabilidad obtenida con el controlador 
impropio. 
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1. INTRODUCCIÓN. 
 
La herramienta utilizada en este trabajo es la 
denominada transformación bilineal [1] o 
transformación fraccional lineal definida como: 

dcs
bass

+
+

=)(α   (1) 

Donde 0≠− bcad ; ∈dcba ,,, C . 
 
Algunas de las aplicaciones de las transformaciones 
bilineales son: el análisis de variable compleja para 
hacer un mapeo uno-a-uno de un disco a un semiplano 
[3]; para el diseño de filtros digitales empleados en 
procesamiento de señales [5]; para resolver el problema 
de preservación de estabilidad robusta para plantas con 
incertidumbres multiplicativas [2]; en instrumentación 
virtual utilizando transformaciones bilineales para la 
identificación de parámetros de dispositivos de alta 
impedancia [6]. 
 
La técnica empleada consiste en la sustitución dentro de 
un polinomio dado de la variable compleja s  por la 
transformación (1). La transformación bilineal de 
particular interés en este trabajo es considerada con los 
parámetros 0=b , 1=c  y 0>= ad , es decir: 

as
ass
+

=)(α   (2) 

El objetivo de este artículo es el siguiente. Dado el 
controlador impropio C(s)  que estabiliza un sistema de 
control en lazo cerrado, hallar un controlador propio 
equivalente mediante el empleo de la transformación 
bilineal definida en (2) tal que se preserve la estabilidad 
obtenida con el controlador impropio. 
 
El artículo está distribuido de la siguiente forma: En la 
parte preliminar se muestran los fundamentos para el 
diseño de un controlador impropio y un resultado de 
estabilidad citado en las referencias bibliográficas. 
Posteriormente, se plantea el problema de diseñar un 
controlador propio que preserve estabilidad a partir de 
un controlador impropio empleando la sustitución de la 
transformación bilineal ya mencionada. En la parte de 
resultados se da la solución y la prueba del problema 
planteado. Finalmente se proporcionan las conclusiones 
de este trabajo. 
 
 

2. PRELIMINARES. 
 
Considérese una planta representada en el dominio de la 
frecuencia mediante la función de transferencia: 
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• )(sB  Hurwitz • mn >  

• [ ]  nA(s) =deg  • n-mr =  

• [ ] mB(s) =deg  
 
Sea )(1 sPKC(s) rc −=  el controlador impropio conectado 
a la planta )(sP  en retroalimentación negativa (ver 

Figura 1), donde )(1 sPr−  es un polinomio mónico 

Hurwitz de grado 1−r  y cK  es la ganancia del 
controlador. 

Con 
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Como consecuencia directa de las reglas elementales del 
lugar geométrico de las raíces [7], se tienen los 
siguientes lemas: 
 
Lema 1. [2] 
 
Existen Constantes min

cK , 0max >cK  tales que para 

todo maxmin
cc KKK << , el controlador impropio 

)(1 sPKC(s) rc −=  estabiliza la planta )(sP . 
 
Por otro lado, se tiene el siguiente resultado de 
estabilidad polinomial: 
 
Lema 2. [4] 
 
Sean los polinomios )(1 sh  y )(2 sh  tales que: 

[ ] [ ])(deg)(deg 21 shsh <  y )()( 21 shsh +  es un 
polinomio Hurwitz. Entonces, para cualquier entero 

0>j , la expresión ( ) jsshsh 1)()( 21 ++ ε  también es 
Hurwitz para 0ε >  suficientemente pequeño. 
 
 

 
 

Figura 1. Diagrama a bloques de un sistema de control en lazo cerrado 
con C(s) controlador impropio. 

 
Dado el sistema de la Figura 1 considérense las 
siguientes hipótesis: 

• B(s)  y C(s)  son Hurwitz. 
• A(s)  es un polinomio mónico 

• [ ]  nA(s) =deg  

• [ ] mB(s) =deg  
• mn >  
• [ ]  1deg −= rC(s)  
• n-mr =  

 
C(s)  es un controlador impropio de la forma: 

1
13210

r-
r- ss³+···+cs²+cs+c+ccC(s) =        (4) 

 
La función de transferencia del sistema de control en 
lazo cerrado de la Figura 1 es: 
 

(s)A(s)+B(s)C
C(s)B(s)G(s)=    (5) 

 
De acuerdo al Lema 1 se sabe que existen valores de 
ganancia Kc para los cuales el controlador C(s)  
estabiliza G(s) ; es decir: (s)A(s)+B(s)C  es Hurwitz. 
 
Sin embargo, aplicar el controladorC(s) necesitaría de 
la disponibilidad de las derivadas respecto al tiempo de 
la señal de error o bien, sería necesario algún 
procedimiento de derivación numérica aplicado a la 
señal de error el cual, si no es realizado adecuadamente, 
conllevaría a la amplificación de ruido de medición de 
alta frecuencia.  Por otro lado, el trabajo desarrollado en 
[2] muestra un método algebraico para obtener un 
controlador propio dado un controlador impropio 
diseñado para un sistema de control. Este método 
consiste en dividir algebraicamente el controlador 
impropio C(s)  entre un polinomio ( ) 11 −+ rsε , 
resultando el cociente de grado relativo cero siguiente: 

( ) 11
)(
−+ rs

sC
ε

  (6) 

 
Este trabajo pretende obtener un resultado semejante 
aplicando la transformación bilineal mencionada en la 
ecuación (2). Por conveniencia, la ecuación (2) se 
rescribe como: 
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donde: 
a
1

=ε   ( )0>ε  

 
Aplicando (s)α  a C(s) , i.e. ( ))(sC α  se obtiene el 
controlador : 
 

( )
( ) 11

)(ˆ
)( −+
= rs

sCsC
ε

α   (8) 

Donde: 
 
( ) ( ) ( ) 1

1
2

2
1

0 1···1ˆ −
−

−
−

− +++++= r
r

r
r

r scsscscsC εε   (9) 
 
Una ventaja de (8) sobre (6) es el hecho de que el 
método propuesto exige menor complejidad de cómputo. 
Sustituyendo (8) en (5) se obtiene el nuevo sistema con 
controlador (s)G~ : 
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( ) (s)C+B(s)sA(s)
(s)B(s)C(s)=G r ˆ1

ˆ~
1−+ε

 (10) 

 
A partir de (8) y (10), el análisis se puede dividir en 2 
partes: 1) mostrar que )(ˆ sC  es Hurwitz y 2) que se 
preserva la estabilidad obtenida originalmente con C(s)  

y por lo tanto (s)G~  es estable. 
 
 

3. RESULTADOS. 
 
3.1. Proposición 1. 
 
El polinomio C(s)  definido en (9) es Hurwitz para 

valores de ε  pequeños, ( )0>ε . 
 
Prueba. 
 
De (9) se tiene que: 

( ) ( ) ( )
( )

0 1 1 2

2 1
2 1 1

1 1

1         
r r

r r
r r

C s c s c s s

c s s c s

εφ ε εφ ε

εφ ε
− −

− −
− −

= + + + +

+ + +

ˆ ( , ) ( , ) ···

··· ( , )
 

 
Donde: 

( )( )11),( −+= i
i ss εεεφ    (12) 

)1,···,2,1( −= ri   
 
Desarrollando (11) y reagrupando términos se llega a: 

( ) 1
1

2
210 ···ˆ −

−
−

− ++++= r
r

r
r scscsccsC  

0 1 1 2 r rc s c s sεφ ε εφ ε− −+ + +( , ) ( , ) ···  
2

2 1
r

rc s sεφ ε−
−+··· ( , )  

 
Nótese que la primera parte de la expresión (13) 
corresponde a C(s)  definido en (4), mientras que el 
resto de (13), debido a que siempre es posible factorizar 
ε  de los ),( εφ si , puede definirse de la siguiente 
forma: 

∑=Ψ ),(),( εφεε scs ij  (14) 

0 1 2
1 2 1

j r
i r r
= − 

 = − − 

, ,···,
, ,···,

 

Por lo que (13) se rescribe como: 

),()()(ˆ εε ssCsC Ψ+=  (15) 
 

Debido a los resultados del lugar geométrico de las 
raíces [7] (15) es estable dado que existe un H(s)  tal 

que para ε  suficientemente pequeño las raíces de (s)Ĉ  
se encuentran en una vecindad cercana a las raíces de 
C(s)  que es Hurwitz. Es decir,  H s t q∃ ( ) . . :  

)(
),(1)(

sC
ssH εε Ψ+=   (16) 

 
Por lo tanto siempre existe un 0ε >  para el cual (s)Ĉ  
es estable. 
 
3.2. Proposición 2. 
 
Si el polinomio (s)CA(s)+B(s) ˆ  es Hurwitz, entonces 

( ) (s)C+B(s)sA(s) r ˆ1 1−+ε  es Hurwitz. 
 
Prueba. 
 
Nótese que el polinomio característico de (s)G~  es 
semejante al polinomio presentado en el Lema 2 en 
donde (s)CB(s)sh ˆ)(1 = , A(s)sh =)(2  y 1−= rj . 
 
Entonces, utilizando el Lema 2 si se cumple que: (A) 

[ ] [ ]A(s)sCsB deg)(ˆ)(deg <  y  (B) (s)CA(s)+B(s) ˆ  es 
Hurwitz, entonces para cualquier entero 01 >−r  el 

polinomio ( ) (s)C+B(s)sA(s) r ˆ1 1−+ε  es Hurwitz 
 
(A): 
 

[ ] 111)(ˆ)(deg −=−−+=−+= nmnmrmsCsB  
 

⇒ [ ] [ ]A(s)nnsCsB deg1)(ˆ)(deg =<−=    (17) 
 
(B): 
 
Sustituyendo la ecuación (15) en (s)CA(s)+B(s) ˆ , se 
tiene: 
 

B(s)sB(s)sA(s)+C ),()( εεΨ+      (18) 
 
Nuevamente, utilizando el análisis del lugar geométrico 
de las raíces F(s) ∃  tal que para ε  suficientemente 
pequeño las raíces de (18) se encuentran en una 
vecindad cercana a las raíces de (s)A(s)+B(s)C  que es 
Hurwitz. Por lo que: 
 

(11) 

(13) 
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B(s)sA(s)+C
B(s)ssF
)(

),(1)( εε Ψ
+=  (19) 

 
Más aún, si *ε  es tal que F(s)  es inestable, entonces 

siempre existe un ),0( *εε ∈ , tal que 

(s)CA(s)+B(s)F(s) ˆ=  es estable. 
 
Finalmente, utilizando lema 2 se concluye que 

( ) (s)C+B(s)sA(s) r ˆ1 1−+ε  es Hurwitz. 
 
 
 

4. EJEMPLO. 
 
Diseño de un controlador propio a partir de un 
controlador impropio utilizando transformaciones 
bilineales para el siguiente sistema: 

2

1
)(
)(

ssA
sB
=  (20) 

 
• 1)( =sB  • mn >  

• [ ] 2deg ==  nA(s)  • n-mr =  

• [ ] 0deg == mB(s)  • 11=−r  
 
Por lo tanto [ ] 1)(deg =sC , es decir: 
 

s+ccC(s) 10=   (21) 
 
El sistema en lazo cerrado de la figura 1 es entonces: 
 

sc+cs
scc

G(s)=
10

2
10

+
+

 (22) 

 
Aplicando la transformación bilineal al controlador 
C(s)  se obtiene: 
 

( ) ( )
( ) ( )1

)(ˆ
1

1
)( 10

+
=

+
++

=
s

sC
s

scsc
sC

εε
ε

α  (23) 

 
Y el sistema en lazo cerrado con el controlador propio 

(s)Ĉ  es: 
 

( )
( ) 010

23
010~

cscc+ss
cscc

(s)=G
+++

++
εε

ε
 (24) 

 

De acuerdo con las proposiciones 1 y 2, el sistema 
representado por la ecuación anterior es estable. 
 
Para ratificar estos resultados, se muestran las siguientes 
gráficas obtenidas con el programa MATLAB 
SIMULINK. 
 

 
 

Figura 2. Diagrama de bloques del ejemplo. 
 
Para 10 =c , 201 =c  y 01.0=ε  la respuesta al 
escalón unitario es: 

 
Figura 3. Gráfica de la respuesta al escalón unitario del ejemplo. 

 
Para mostrar que esta técnica proporciona además 
estabilidad robusta, supóngase que el parámetro 

1=B(s)  está perturbado, es decir: δ±=1B(s) . Por 
ejemplo para 5.0±=δ  las respuestas correspondientes 
son: 

 
(a) 

Con 
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(b) 

Figura 4. Gráficas del ejemplo con 5.1)( =sB  y 5.0)( =sB  
respectivamente (a) y (b). 

 
El controlador descrito en (23) puede rescribirse como: 
 

1
0 1

c sc
sε

+
+

  (25) 

 
El cual corresponde a un controlador proporcional 
derivativo con ganancia proporcional 0c  y ganancia 

derivativa 1c . 
 
Es interesante resaltar que la técnica expuesta en este 
trabajo corresponde a la práctica común de aproximar un 
derivador ideal mediante una red lineal pasa altos. Esto 
puede corroborarse en la ecuación (25) en donde la 

función de transferencia 1

1
c s
sε +

 aproxima en bajas 

frecuencias a la de un derivador  s  en un rango definido 
por la frecuencia de corte del filtro 1/ε . Una 
interpretación similar es posible para las derivadas de 
orden superior del error respecto al tiempo. De lo 
anterior se desprende que los resultados mostrados en 
este trabajo dan un soporte teórico a la utilización 
práctica de las redes pasa altos como estimadores de 
derivadas temporales.  
 

5. CONCLUSIONES. 
 
En el presente trabajo se mostró que dado un sistema de 
control en lazo cerrado con un controlador impropio, es 
posible establecer un controlador propio equivalente 
mediante el uso de transformaciones bilineales. Dicho 
controlador preserva la estabilidad obtenida con el 
controlador impropio. 
 

Las pruebas de los resultados obtenidos en las 
proposiciones se basaron principalmente en argumentos 
del análisis del lugar geométrico de las raíces. 
 
El enfoque propuesto permite realizar controladores que 
requieran derivadas de orden superior de la salida de la 
planta. En este sentido el enfoque propuesto está 
emparentado con los observadores de alta ganancia, 
relación que será tema de investigación ulterior. Cabe 
mencionar que hasta donde los autores conocen, esta es 
la primera vez que se emplean transformaciones 
bilineales para la síntesis de controladores. 
 
Como trabajo futuro se pretende establecer la relación 
entre el enfoque presentado y los observadores de alta 
ganancia así como la modificación del controlador 
propuesto para incorporar acción integral. 
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