CONGRESO ANUAL DE LA AMCA 2004

DISENO DE UN CONTROLADOR PROPIO A PARTIR DE UN CONTROLADOR
IMPROPIO UTILIZANDO TRANSFORMACIONES BILINEALES.

RUBEN GARRIDO*, GUILLERMO FERNANDEZ**, RUBEN VELAZQUEZ*.

*Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del IPN Departamento de Control Automatico.

Av. Instituto Politécnico Nacional #2508, CP. 07360, México DF.
garrido(@ctrl.cinvestav.mx, rvelazquez@ctrl.cinvestav.mx

**Universidad Iberoamericana Departamento de Ciencias.
Av. Prolongacion Paseo de la Reforma 880, Lomas de Santa Fe, CP. 01210, México DF.
guillermo.fernandez(@uia.com

Resumen: En este articulo se estudia la
aplicacion de transformaciones bilineales a
controladores impropios en sistemas una
entrada-una salida con el fin de disefiar un
controlador propio equivalente que preserve
la estabilidad obtenida con el controlador
impropio.
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1. INTRODUCCION.

La herramienta utilizada en este trabajo es la
denominada  fransformacion bilineal  [1] 0
transformacion fraccional lineal definida como:

a(s):as+b (1)

cs+d

Donde ad —bc #0; a,b,c,d € C.

Algunas de las aplicaciones de las transformaciones
bilineales son: el andlisis de variable compleja para
hacer un mapeo uno-a-uno de un disco a un semiplano
[3]; para el disefio de filtros digitales empleados en
procesamiento de sefales [5]; para resolver el problema
de preservacion de estabilidad robusta para plantas con
incertidumbres multiplicativas [2]; en instrumentacion
virtual utilizando transformaciones bilineales para la
identificacion de parametros de dispositivos de alta
impedancia [6].

La técnica empleada consiste en la sustitucion dentro de
un polinomio dado de la variable compleja § por la
transformacion (1). La transformacion bilineal de
particular interés en este trabajo es considerada con los
parametros b=0, c=1y d=a >0, es decir:
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as

2

()= s+a

El objetivo de este articulo es el siguiente. Dado el
controlador impropio C($) que estabiliza un sistema de

control en lazo cerrado, hallar un controlador propio
equivalente mediante el empleo de la transformacion
bilineal definida en (2) tal que se preserve la estabilidad
obtenida con el controlador impropio.

El articulo esta distribuido de la siguiente forma: En la
parte preliminar se muestran los fundamentos para el
disefio de un controlador impropio y un resultado de
estabilidad citado en las referencias bibliograficas.
Posteriormente, se plantea el problema de disefiar un
controlador propio que preserve estabilidad a partir de
un controlador impropio empleando la sustitucion de la
transformacion bilineal ya mencionada. En la parte de
resultados se da la solucion y la prueba del problema
planteado. Finalmente se proporcionan las conclusiones
de este trabajo.

2. PRELIMINARES.

Considérese una planta representada en el dominio de la
frecuencia mediante la funcion de transferencia:

b, s" +bmfls’”‘1 ++b, _ B(s)

P(s)= = 3
(<) s"+a, " ++a, A(s) @
e B(s)Hurwitz o n>m
Con { ¢ degld@g)]=n <« r=nm

o deg[B(s)]=m

Sea C(s)=K_P._,(s) el controlador impropio conectado

a la planta P(s) en retroalimentacion negativa (ver
Figura 1), donde P_ (s) es un polinomio monico

Hurwitz de grado r—1 y K_ es la ganancia del

controlador.
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Como consecuencia directa de las reglas elementales del
lugar geométrico de las raices [7], se tienen los
siguientes lemas:

Lema 1. [2]

Existen Constantes K Z,nin , K™ >0 tales que para
todo K Cmin <K < K™, el controlador impropio
C(s) = K_P._,(s) estabiliza la planta P(s). [

Por otro lado, se tiene el siguiente resultado de
estabilidad polinomial:

Lema 2. [4]

Sean los polinomios A,(s) y h,(s) tales que:
deglh, (s)] < deg[h, ()] v h(s)+h,(s) es un
polinomio Hurwitz. Entonces, para cualquier entero
J >0, laexpresion A, (s)+h, (S)(89+1)J también es

Hurwitz para & > 0 suficientemente pequefio.

+

Figura 1. Diagrama a bloques de un sistema de control en lazo cerrado
con C(s) controlador impropio.

C(S) > % >

Dado el sistema de la Figura 1 considérense las
siguientes hipotesis:

e B(s) y C(s) son Hurwitz.

e A(s) esun polinomio ménico

o degld(s)]=n

e deg[B(s)]=m

U n>m

o deg[C(s)]=r-1

. r=n-m

C(s) es un controlador impropio de la forma:

C(s) =cyte,s+c,s7+e,s3++c, s (4)

La funcién de transferencia del sistema de control en
lazo cerrado de la Figura 1 es:
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_ C(s)B(s)
O 49 +B(s)Cls) ®

De acuerdo al Lema I se sabe que existen valores de
ganancia K, para los cuales el controlador C(s)

estabiliza G(5s); es decir: A(s)+B(s)C(s) es Hurwitz.

Sin embargo, aplicar el controlador C(s) necesitaria de

la disponibilidad de las derivadas respecto al tiempo de
la sefial de error o bien, seria necesario algin
procedimiento de derivacion numérica aplicado a la
sefial de error el cual, si no es realizado adecuadamente,
conllevaria a la amplificacion de ruido de medicion de
alta frecuencia. Por otro lado, el trabajo desarrollado en
[2] muestra un método algebraico para obtener un
controlador propio dado un controlador impropio
disenado para un sistema de control. Este método
consiste en dividir algebraicamente el controlador

impropio C(s) entre un polinomio (6‘5 + I)H ,
resultando el cociente de grado relativo cero siguiente:
C()
Ty (6)
(gs + 1)

Este trabajo pretende obtener un resultado semejante
aplicando la transformacion bilineal mencionada en la
ecuacion (2). Por conveniencia, la ecuacion (2) se
rescribe como:

N

(7

a(s):av+1

donde: & = (8 > 0)

1
a
Aplicando (s) a C(s), i.e. C(a(s)) se obtiene el
controlador :

C(s)
(es+1)"

Cla(s))= (8)

Donde:
Cls)=cy(es+1) " +te_ps" (s +1)+c¢,_5" (9)

Una ventaja de (8) sobre (6) es el hecho de que el
método propuesto exige menor complejidad de computo.
Sustituyendo (8) en (5) se obtiene el nuevo sistema con

controlador G(5):



C(s)B(s)
A(s)(es +1) " +B(s)C(s)

G(s)= (10)

A partir de (8) y (10), el analisis se puede dividir en 2
partes: 1) mostrar que C(s) es Hurwitz y 2) que se
preserva la estabilidad obtenida originalmente con C(s)

y por lo tanto G(s) es estable.

3. RESULTADOS.

3.1. Proposicion 1.

El polinomio C(s) definido en (9) es Hurwitz para
valores de & pequeios, (8 > 0).

Prueba.
De (9) se tiene que:

C(s)=c, (e ,(5,6)+1) +;5(e o (5,8)+1) +=
e s (ed(s,€)+1)+c, s (11

Donde:
&6 (s, & (a9+1 -1) a2
(i= r=1)

Desarrollando (11) y reagrupando términos se llega a:

C(s)=c, +cs ++c, 8 +c, s
+c 60, (s,6)+ 560, ,(S,8)+

e, s 2 ed (s,8) (13)

Notese que la primera parte de la expresion (13)
corresponde a C(s) definido en (4), mientras que el
resto de (13), debido a que siempre es posible factorizar
& de los ¢,(s,&), puede definirse de la siguiente

forma:

&V (s,6) =Y c;,(s,¢) (14)

J=0,1,mr =2
i=r—lr =21
Por lo que (13) se rescribe como:

C(s)=C(s)+&¥(s,¢) (15)
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Debido a los resultados del lugar geométrico de las
raices [7] (15) es estable dado que existe un H(s) tal

que para & suficientemente pequefio las raices de ¢ (s)
se encuentran en una vecindad cercana a las raices de
C(s) que es Hurwitz. Es decir, AH(s) t.q.:

Y(s,¢)

H(s)=1+g—"~ 16
(s)=1+¢ C(s) (16)

Por lo tanto siempre existe un & > 0 para el cual C(s)
es estable[ ]

3.2. Proposicion 2.

Si el polinomio A(s)+B(s)C(s) es Hurwitz, entonces
A(S)(ES + I)H +B(s)C(s) es Hurwitz.

Prueba.

Nétese que el polinomio caracteristico de G(s) es
semejante al polinomio presentado en el Lema 2 en

donde &, (s)=B(s)C(s), h,(s)=A(s) y j=r—1.

Entonces, utilizando el Lema 2 si se cumple que: (A)
deg[B(5)C(s)]< deg[4(s)] y (B) A(s)+B(s)C(s) es
Hurwitz, entonces para cualquier entero 7 —1>0 el
polinomio A(S)(é‘s + l)r_1 +B(s)C(s) es Hurwitz

(A):
deg[B(s)C(s)|=m+r—1=m+n-m-1=n-1

= deg[B(s)C(s)|=n—1<n=degl4(s)] (17)
(B):

Sustituyendo la ecuacion (15) en A(s)+B(s)C(s), se
tiene:

A(s)+C(s)B(s)+ ¥ (s,e)B(s) (18)

Nuevamente, utilizando el analisis del lugar geométrico
de las raices 3 F(s) tal que para & suficientemente

pequefio las raices de (18) se encuentran en una
vecindad cercana a las raices de A(s)+B(s)C(s) que es

Hurwitz. Por lo que:
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Y(s,&)B(s)

Fs)=1+e————FF————
A(s)+C(s)B(s)

(19)
r 14 . * .
Mas atn, si & es tal que F(S) es inestable, entonces

. . *
siempre existe un £€(0,& ), tal que

F(s)= A(s)+B(s)C(s) es estable.

Finalmente, utilizando lema 2 se concluye que

A(s)(es +1) " +B(s)C(s) es Hurwitz. []

4. EJEMPLO.

Disefio de un controlador propio a partir de un
controlador impropio utilizando transformaciones
bilineales para el siguiente sistema:

B(s) 1
A(s) I 20
e B(s)=1 e n>m

Con L4 deg[A(S)]zn:Z ° r=n-m
o deg[B(s))]=m=0 ¢ r—1=1

Por lo tanto deg[C(S)] =1, es decir:
C(s)=cytcys 1)
El sistema en lazo cerrado de la figura 1 es entonces:

cy tcS

G(s)= (22)

2
s tc, +c¢8

Aplicando la transformacion bilineal al controlador
C(s) se obtiene:

co(a‘s+l)+ cs  C(s)
(gs+1) _(gs+1)

Cla(s))= (23)

Y el sistema en lazo cerrado con el controlador propio

C(s) es:

&)= (sc, +¢,)s +c,

(24)
&’ +5 +Hec, + ¢ s +¢,
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De acuerdo con las proposiciones 1 y 2, el sistema
representado por la ecuacion anterior es estable.

Para ratificar estos resultados, se muestran las siguientes
graficas obtenidas con el programa MATLAB
SIMULINK.

¥
¥

[ Ca(s) -

Rz

Controlador con

transformacién bilineal snts Salida

Figura 2. Diagrama de bloques del ejemplo.

Para ¢, =1, ¢, =20 y £€=0.01 la respuesta al
escalon unitario es:

14 =

0 i 1 I i i i L L
a 1 2 3 4 5 B 7 8

Figura 3. Grafica de la respuesta al escalon unitario del ejemplo.

Para mostrar que esta técnica proporciona ademas
estabilidad robusta, supongase que el parametro
B(s)=1 esta perturbado, es decir: B(s)=1%5. Por
ejemplo para & =+0.5 las respuestas correspondientes
son:

Salidy
T

(@
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Figura 4. Graficas del ejemplo con B(s)=1.5y B(s)=0.5

respectivamente (a) y (b).

El controlador descrito en (23) puede rescribirse como:

s

c,+ 25)

&s+1

El cual corresponde a un controlador proporcional

derivativo con ganancia proporcional ¢, y ganancia

derivativa ¢;.

Es interesante resaltar que la técnica expuesta en este
trabajo corresponde a la practica comun de aproximar un
derivador ideal mediante una red lineal pasa altos. Esto
puede corroborarse en la ecuacion (25) en donde la

C,S

funcién de transferencia aproxima en bajas

es+1
frecuencias a la de un derivador § en un rango definido

por la frecuencia de corte del filtro 1/&. Una
interpretacion similar es posible para las derivadas de
orden superior del error respecto al tiempo. De lo
anterior se desprende que los resultados mostrados en
este trabajo dan un soporte tedrico a la utilizacion
practica de las redes pasa altos como estimadores de
derivadas temporales.

5. CONCLUSIONES.

En el presente trabajo se mostré que dado un sistema de
control en lazo cerrado con un controlador impropio, es
posible establecer un controlador propio equivalente
mediante el uso de transformaciones bilineales. Dicho
controlador preserva la estabilidad obtenida con el
controlador impropio.
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Las pruebas de los resultados obtenidos en las
proposiciones se basaron principalmente en argumentos
del analisis del lugar geométrico de las raices.

El enfoque propuesto permite realizar controladores que
requieran derivadas de orden superior de la salida de la
planta. En este sentido el enfoque propuesto esta
emparentado con los observadores de alta ganancia,
relacion que sera tema de investigacion ulterior. Cabe
mencionar que hasta donde los autores conocen, esta es
la primera vez que se emplean transformaciones
bilineales para la sintesis de controladores.

Como trabajo futuro se pretende establecer la relacion
entre el enfoque presentado y los observadores de alta
ganancia asi como la modificacion del controlador
propuesto para incorporar accion integral.
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